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量子化学概論 H23 講義ノート 1 

分子軌道法を学ぶために 
 

京都大学工学研究科合成・生物化学専攻 

長谷川淳也 

0. イントロダクション 

 化学現象は電子の振る舞いの発現であると言っても過言ではない。化学結合は電子の授受によ

って成立し、反応は結合の組み替えである。分子の構造は電子波動関数の構造に依存する。励起

状態は電子の遷移により生成する。従って、分子における電子波動関数を計算し、理解すること

ができれば、化学現象を単に理解するだけでなく、演繹的に予想することも可能である。 

分子における電子の軌道（波動関数）を計算する方法が分子軌道法。電子レベルで化学を研究

できる。Hartree-Fock(HF)方程式はその基本方程式である。Schrödinger 方程式(SE)に立脚した

分子軌道法は、学問的出発点が確かである。Gaussian に代表される量子化学計算プログラムは、

大学・企業などの研究機関に浸透し、理論・計算・実験などの研究分野を問わず研究者のツール

になりつつある。物理化学実験においても Gaussian を用いた演習が行われており、研究室や学会

などでも分子軌道法などの理論計算に関わる機会が増加すると考えられる。 

“量子化学概論”における私の担当講義では、以下の内容について講述する予定です。 

・ 前提となる知識について解説する。（今回） 

・ スピン軌道を用いて HF 方程式を導出し、その物理的意味を解説する。 

・ 基底関数を導入し、Roothaan-Hartree-Fock 方程式を導出する。 

・ 局在化軌道、Koopmans の定理、Brillouin の定理について説明する。 

 本講義ノートは、式の導出過程をフォローしてもらうことで、数学上の理由により量子化学の

講義からドロップアウトする学生さんを減らしたいというねらいと願いがあります。そのため、

ページ数が増えることを厭わず、式の導出過程を書き出しています。 

 

1. 予備知識 

電子の SE  Born-Oppenheimer 近似から、電子の SE を導いた。 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
ˆ , , , , , , , , , , , ,H r r R R E R R r r R RΨ = Ψ… … … … …  (1.1) 

ここで、 1 2, ,r r …と 1 2, ,R R …は電子 1, 2, …と原子核 1, 2, …の座標である。但し、原子核の座標

はパラメータとして扱われる。電子ハミルトニアンは、m , e , IZ をそれぞれ電子の質量、電気素

量、原子核電荷、 2 2 2 2 2 2 2
i i i ix y z∇ = ∂ ∂ +∂ ∂ +∂ ∂ はラプラシアン演算子として 
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と表される。第 1 項目から順に、電子の運動エネルギー、電子と原子核のクーロンエネルギー、

電子間のクーロン反発エネルギー、原子核間のクーロン反発エネルギーを表している。原子核座

標はパラメータとして扱われるので、原子核間のクーロン反発エネルギーは分子構造に依存する

定数として、電子エネルギーに付加される。以後、簡単化のため、原子単位系に変換したハミル

トニアン(1.3)を用いる。 

講義ノートは以下の URL から入手できます。 

http://www.fukui.kyoto-u.ac.jp/users/hasegawa/hase_files/Education_JH.html
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第１，２項は１電子の座標に依存するので一電子演算子、第３項は２電子の座標に依存するので二電子

演算子と呼ばれる。 
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スピン軌道と空間軌道 本講義では、まずスピン軌道

{ }iϕ を用いて HF 方程式を導出する。スピン軌道は電子

スピンを陰に考慮しているので、固有の量子数を持つ。 

 ( ) ( )i i ir sϕ φ σ=  (1.6) 
電子の空間分布を表す空間関数 ( )i rφ とスピン関数

( ) ( )i s sσ α= 又は ( )sβ の積により一電子軌道を表現す

る。従って、図１に示したように、各一電子軌道を単

独の電子が占有する。他方で、制限(restricted) 

Hartree-Fock(RHF)方程式では、α スピン電子と β ス

ピン電子が共通の空間関数を持つモデルを用いる。 

 ( ) ( )i i r sαϕ φ α= 、 ( ) ( )i i r sβϕ φ β=  (1.7) 

スピン関数は ˆ
ZS 演算子の固有関数であり、それぞれ / 2= 、 / 2−= の固有値を持つ。 

 ˆ
2ZS α α=
=

、 ˆ
2ZS β β= −
=

 (1.8) 

また、スピン関数は規格直交である。 

 ( ) ( ) ( ) ( )* * 1s s ds s s dsα α β β= =∫ ∫ 、 ( ) ( ) ( ) ( )* * 0s s ds s s dsα β β α= =∫ ∫  (1.9) 

 

Linear Combination of Atomic 

Orbitals (LCAO)近似 今日の標準的

な量子化学計算では、原子軌道（原子

における電子の軌道）{ }rχ を線形結合

し、分子軌道（分子における電子の軌

道）{ }iφ を表現する。これを LCAO 近似

と呼んでいる。 

 ,i r r i
r

Cφ χ= ∑  (1.10) 

最小基底関数系の場合、CH4の分子軌道は、炭素原子の 1s, 2s, 2px, 2py, 2pz、及び、4 つの水

素原子の 1s 軌道の線形結合により表現する。 

図１．(a)スピン軌道における電子占有。各軌道
はユニークな量子数を持つので、各準位は一電子
ずつ占有される。(b)空間軌道とスピン関数を導
入した一電子軌道における電子占有。 
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図 2. メタン分子に用いられる最小基底関数 
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多電子波動関数とスレーター行列式 一電子系の SE が解け、 N 個の電子の SE がそれぞれ 

 ( ) ( ) ( )i i i if̂ τ ϕ τ ϕ τ ε=  ( 1i , ,N= " ) (1.12) 

のように得られていると仮定する。ここで、 if̂ , iϕ , iε は各電子のハミルトニアン、波動関数、エ

ネルギーであり、波動関数は規格直交とする。 

 *
i j i , jdrϕ ϕ δ=∫  (1.13) 

ここで i , jδ はクロネッカーデルタと呼ばれ、 i j= のとき 1i , jδ = 、 i j≠ のとき 0i , jδ = を与える。 

では N 電子系全体の波動関数はどのように記述すべきか？ 

 ( ) ( ) ( )1 1 1N N Nf̂ , , , , , ,τ τ ϕ τ τ ϕ τ τ ε=" " "  (1.14) 

系のハミルトニアンは各電子のハミルトニアンの和であるから i
ˆ ˆf f= ∑ である。多電子系は電子

の集合体であるので、そのエネルギーは第一近似として各電子エネルギーの和 iε ε= ∑  で表され

るべきである。多電子波動関数ϕ は各電子の波動関数の積で与えればよい。 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 N Nϕ ϕ τ ϕ τ ϕ τ= "  (1.15) 

これは Hartree 積と呼ばれる形の波動関数である。Hartree 積は相互作用のない電子から成る多

電子系では正しいが、以下に述べるパウリの反対称性原理を満足しない欠点がある。 

 

[演習問題 1-1] 波動関数(1.15)のエネルギーが iε ε= ∑ で与えられることを示せ。各電子の波動

関数が規格直交であることを用いること。 

 

電子はフェルミ粒子（半整数スピンを持つ粒子）である。従って、多電子系を表現する波動関

数が満足しなければならないのはパウリの反対称性原理 

 ( ) ( )121 2, , , ,τ τ ττΨ = −Ψ… …  (1.16) 

である。数学的にこの条件を満たすのはスレーター行列式(Slater determinant)である。 
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1 1 1 2 1

2 1 2 2 2
1 2

1 2

1 1 2 2

1, ,
!

1 ˆ
!

N

N

N N N N

N N

N

N

ϕ τ ϕ τ ϕ τ
ϕ τ ϕ τ ϕ τ

τ τ

ϕ τ ϕ τ ϕ τ

ϕ τ ϕ τ ϕ τ

Ψ =
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"

"

  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ]1 2 121 12 2
1

! N N N NN
τ τ ϕ τ τϕ ϕ τϕϕ ϕ τ⎡= − +⎣ " " "  (1.17) 

ここで、 1 2, ,ϕ ϕ …は一電子の軌道を表現する関数（一電子関数）。 Α̂は反対称化演算子であり奇数

回置換のたびに負号を乗ずる。パウリの反対称性原理における電子の交換は、列の入れ替え操作

に対応し、これによりスレーター行列式に負号がでる。 
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また、スレーター行列式はパウリの排他原理をも満足する。 1 2ϕ ϕ= のとき 0Ψ = となり、同一

空間を二つの粒子が占めるような波動関数は存在しない。 
 

[演習問題 1-2] 2 電子系の Slater 行列式 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2
1 2

2 1 2 2

1,
2

r r
r r

r r
ϕ ϕ
ϕ ϕ

Ψ =  (1.18) 

において、パウリの反対称性原理と排他原理が成り立つことを示せ。 

[演習問題 1-3] 一電子軌道 iϕ が式(1.12)を満たすとする。Slater 行列式で表される 2電子系の波

動関数のエネルギーを計算し、Hartree 積の場合と比較せよ。 

 

演算子の期待値 量子力学により物質の物性（物理量）を計算することができる。量子力学では

物理量に対応する演算子 Ο̂が存在する。例えば、分子の双極子モーメントは ( )ˆ ˆ ˆ ˆ, ,x y zΟ = 、分子の

エネルギーはハミルトニアン演算子 ˆ ĤΟ = を用いる。物理量を計算するには演算子 Ο̂の期待値

Ο̂ を計算する。分子の波動関数が ( )rΨ で与えられたときは 

 

*

*

ˆ
ˆ dr

dr

Ψ ΟΨ
Ο =

Ψ Ψ
∫
∫

 (1.19) 

波動関数が規格化 * 1drΨ Ψ =∫ されているときは、 *ˆ ˆ drΟ = Ψ ΟΨ∫ として計算できる。 

 

変分原理と変分法 多電子系の Schrödinger 方程式を厳密に解くこと、即ち解析的な固有関数を

求めることは、今日においても大変困難な課題である。仮に、近似的に波動関数を計算した場合

に、その精度をどのように評価したらよいだろうか？変分法を用いると、近似的な試行波動関数

TrialΨ のエネルギー TrialE は基底状態の波動関数 0Ψ のエネルギー 0E より大きくなる（変分原理）。

従って、エネルギーが低くなるほど、波動関数の精度が高いと評価できる。 

 次に、変分原理を証明する。Schrödinger 方程式が

解け、固有値（エネルギー）・固有関数（波動関数）が

得られているものとする。 

 ˆ
i i iH EΨ = Ψ  ( 0,1, 2,i = …) (1.20) 

ここで、 0 1 2E E E≤ ≤ ≤"であり、固有関数は規格直交

とする。 

 *
,i j i jdr δΨ Ψ =∫  (1.21) 

,i jδ はクロネッカーデルタと言い、 i j= のときは , 1i jδ = 、 i j≠ のときは , 0i jδ = を与える。エネル

ギーの縮退が無い場合を考える。基底状態のエネルギーと波動関数はそれぞれ 0E 、 0Ψ である。

また、試行関数 TrialΨ は(1.20)の固有関数の線型結合で表現できる。 

 Trial i i
i

CΨ = Ψ∑  (1.22) 

図 3. 変分原理により、近似波動関数のエ

ネルギーは基底状態のエネルギーより大き

い。従って、エネルギーが小さいほど波動

関数の精度が高いと評価できる。 

TrialE

0Ψ

TrialΨ
波動関数の精度 
が向上するほど 
エネルギーが低下する。

0E
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 試行関数のエネルギー TrialE から基底状態のエネルギー 0E を差し引くと 

 * * *
0 0 0

,

ˆ ˆ
Trial Trial Trial i j i j

i j
E E H dr E C C H dr E− = Ψ Ψ − = Ψ Ψ −∑∫ ∫  

 ( )
2 2 2*

, 0 0 0
,

0i j i i j i i i i i
i j i i i

C C E E C E C E C E Eδ= − = − = − ≥∑ ∑ ∑ ∑  (1.23) 

等号は 0 1C = 、即ち、 TrialΨ が基底状態のとき成り立つ。従って、試行関数のエネルギーは基底状

態のエネルギーより大きいことが証明された。 

 実際に変分法を用いて波動関数を決定するときには、エネルギーを波動関数の期待値として計

算し、エネルギーを変数について偏微分し、変数の微小変化について定留となる点を求める。即

ち、エネルギーの極小点を求めればよい。 

  

Lagrange multiplier 法（ラグランジュ未定乗数法）：条件付変分法 変分法を用いて、ある関数

を決定したい、即ち変数を決定したいとき、ある制約条件を満足する範囲内で変数を定めたい場

合がある。例えば、 ( ),E x y という関数について、 ( ), 0f x y = という制約条件下において E を最小

にする x と y を定めたい場合について説明する。 

Lagrangian ( ), ,L x y ε を 

 ( ) ( ) ( ), , , ,L x y E x y f x yε ε= + ⋅  (1.24) 

として導入する。 ε は新しい変数であり、Lagrange multiplier (ラグランジュ未定乗数)と呼ば

れる。Lagrangian は制約条件 ( ), 0f x y = が満足されていればに E 等しくなるので、Lagrangian を

最小化すれば E も同時に最小になる。Lagrangian が停留になる条件は、以下の連立方程式で与え

られる。 

 ( ), 0L E f x y
x x x

ε∂ ∂ ∂
= + ⋅ =

∂ ∂ ∂
 (1.25) 

 ( ), 0L E f x y
y y y

ε∂ ∂ ∂
= + ⋅ =

∂ ∂ ∂
 (1.26) 

 ( ), 0L f x y
ε
∂

= =
∂

 (1.27) 

となる。即ち、Lagrange multiplier を導入することは、制約条件を連立方程式の一部として含

めることと等価である。 

 

[演習問題 1-4] 関数 2 2E x y= + について、 1 0x y+ − = の拘束条件のもとでの極値を与える x, y の組

を求めよ。 

 

 


